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Priklad 1 Vypoctéte limitu posloupnosti
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Reseni 1.
Pokud se budeme zabyvat limitami, prvnim krokem k tspésnému vysledku je spravné
dosazeni a urceni typu limitu. Muzeme ziskat pouze dva typy: urcity vyraz, ktery
je jiz pfimym vysledkem limity a nemusime limitu dale fesit, nebo ziskdme neurcity
vyraz, ktery je tfeba dale upravit, abychom ziskali vyraz urcity. V prvnim kroku
tedy nahradime kazdé n v argumentu limity nekonecnem, tj:
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Po dosazeni jsme dostali limitni vyraz 2 . Pfi vypoctech jsme vyuzili zakladni

charakteristiky prace z nekoneénama jako:

e Soucet libovolného kladného nekonecna s jinym kladnym nekonecénem je vzdy
nekonecno.

e Kladné nekone¢no umocnéno na libovolnou mocninou je vzdy kladné nekonecno.

e Soucet nebo rozdil libovolného nekonecéna s jinym c¢islem nez nula je vzdy
nekonecno az na znaménko nekonecna.

e Kazdé cislo délené nekoneénem je nula.

e Zaporné nekonecno na sudou celou mocninu je vzdy kladné nekoneéno.
e ziporné nekonecno na lichou celou mocninu je vzdy zaporné nekonecno.
e Kazda kladna odmocnina z nekonecna je nekonecno.

Protoze ndm vysel neurcity limitni vyraz, pouzijeme v tomto piipadé vynimaéni,
protoze pokud limitni argument obsahuje pouze n na kladnou celou mocninu pod



a nad zlomkovou c¢arou, pak vime, ze by nam vynimani mélo témér jisté pomoci.
Vyjméme vzdy nejvyssi mocninu z Citatele a nejvyssi mocninu z jmenovatele, tedy:
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Jakmile provedeme jednu tpravu limity, vzdy zkontrolujeme, zda se neurcity vyraz
zménil na urcity, tedy:
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kde jsme pravé pouzili vySe napsané charakteristiky:.

Odpovéd: lim, o 252 =0 O

Priklad 2 Vypoctéte derivaci funkce dané predpisem
f(z) = e*(2® — 2* + 6)
Reseni 2.
V tomto ptipadé musime nejprve vytesit znaménko soucinu, takze pouzijeme vzorec
pro derivaci soucinu, tedy:

Na prvni c¢len jsme pak aplikovali derivaci exponencidly a na druhy ¢len v zavorce
jsme museli opét aplikovat pravidlo pro derivaci souctu funkci a poté pravidlo pro
derivaci mocniny.

Odpoved': f'(z) = (e®[23 — 22 + 6]) = (23 — 22 + 6) + ”(32% — 22) O

Priklad 3 Urcete mazimum a minimum funkce f na uzavreném intervalu J:

f(@) = aln(z), J={e?e€)

Reseni 3.
Pokud méame urcit maximum a minimum na uzavieném intervalu J, pak vime, ze
tento typ piikladu vzdy vytesime pomoci Weierstrassovy véty, kterd zajistuje, ze



na uzavieném intervalu mé spojitd funkce maximum a minimum, takze je staci
najit. Nejprve musime urcit podezielé body z maxim a minim na celém defini¢nim
intervalu, takze vzdy musime fesit rovnici:

fi(x) =0 ()

Rovnice (5) predstavuje tzv. nutné podminky pro existenci extrému funkce jedné
proménné, takze reseni je:
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Nejprve jsme museli vypocitat prvni derivaci, na kterou jsme pouzili pouze derivaci
soucinu a poté vzorce zékladnich derivaci. Ve druhém kroku musime za vysledek (6)

dosadit nulu tedy:

In(z) +1=0 |—1
In(z) = —1 (7)

Resent (5) je tedy jediny podeziely bod z extrému funkce, tedy e~'. Musfme oveéfit,
zda tento bod patii do daného intervalu J, coz vidime, ze ano, takze s nim budeme
dale pocitat. V poslednim kroku pottebujeme spocitat pouze funkéni hodnoty vsech
podeztelych bodu, tj. bodu, které jsou fesenim rovnice (5) a vzdy také hrani¢i body
intervalu J, tedy:
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fle™) = e tin(e™) = et (<1) = — (®)
fle)=celn(e)=e-1=¢e

Z vypoctu funkénich hodnot (8) staci vybrat nejvétsi funkéni hodnotu, kterd bude
maximem, a nejmensi funkéni hodnotu, kterd bude minimem. Vidime, Ze nejmensi
funkéni hodnota je —%, a tedy minimum je v %, a nejveétsi funkéni hodnota je e, a
tedy maximum je v e.

Pokud bychom danou funkci vynesli do grafu, pak by byl interval J vymezen body
B a C. Vidime, ze fesenim rovnice (5) je bod A, ktery lezi v intervalu J, proto
jsme jej zahrnuli do vypoctu. Vypoctené funkéni hodnoty nam nyni jasné fikaji, ze
maximum je v bodé D a minimum v bodé A.

Odpoved':
e Maximum funkce je v bode z = ¢

e Minimum funkce je v bode z = ¢! O

Priklad 4 Najdéte vizané extrémy funkce dvou promenngch f dané predpisem:
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Obr. 1: Grafické feSeni

In(x* + y?)
pri vazebni podmince
972 +y* =9
Reseni 4.
Tento typ ptikladu pozname podle toho, ze mame funkci dvou proménnych a ani x,
ani y nelze vyjadrit z vazebni podminky, jinymi slovy jsou vzdy ve druhé mocniné. V

tomto pripadé postupujeme tak, ze vypocitame prvni parcidlni derivace dané funkce,

tedy:
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Ve druhém kroku piepiseme vazebni podminku na vazebni funkci g(x;y) = 922 +
y? — 9 a opét spocitame prvni parcidlni derivace, tedy:
0927 + y* — 9) = 0,(97%) + 0o () — 02(9) =922 +0— 0 = 18z
0y (92% + y* — 9) = 0,(92%) + 9, (y*) — 9,(9) =0+ 2y — 0 =2y
Ve tietim kroku musime sestrojit tzv. Jacobiho determinant®, ktery méa piedpis:
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1Je to determinant prvnich parcidlnich derivaci, pomoci kterého uréujeme podezielé body s
maxima resp. minima.



Do vyrazu (11) dosadime nase spocitané derivace (10) a (9), tedy:
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V dalsim kroku musime vypocitat soustavu rovnic danou:
(z;y) =0
j(z;y) (13)
g(z;y) =0
Po dosazen{ dostaneme soustavu rovnic:
32
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92° + 94> —9=0 (14)

r=0 = y*-9=0 = yj0==3
y=0 = 92°-9=0 = x5 ==+
Vidime, ze feSenim soustavy rovnic vzniklo nékolik spojenych kotrenu. Proto v dalsim

kroku uréime vSechny mozné varianty teseni, tj. podezielé body z maxima, resp.
minima:

A = [0; 3]

B =0:3]

C =[-1;0] (15)
D =[1;0]

Jakmile urcime podezielé body z extrému, je ptriklad témér kompletni, protoze mame
zadani, které obsahuje jak x, tak y ve druhé mocniné a symbol rovna se, z ¢ehoz
vyplyva, ze takto zadana vazebni podminka je kompaktni mnozina, presné elipsa.
Kdykoli je vazebni podminka déna jako kompaktni mnozina, pak priklad fesime
pomoci zobecnéné Weirsstrasovy veéty, ktera tikd, ze je-li funkce vice proménnych
spojitd na neprazdné kompaktni mnoziné, pak na této mnoziné nutné musi mit
maximum i minimum. Funkce je spojita a mnozina je neprazdnd a kompaktni. Pak
staci spocitat funkéni hodnoty v podezielych bodech (15) a vybrat nejvétsi, resp.
nejmensi:

0; 3] = In(0*+ (—3)%) = In9

0;3] = In(0*+ (3)*) = In9

[—1;0] = In((—=1)*+ (0)) = Inl
D =[1;0] = In(1*+ (0)*) = Inl

Vidime, ze nejnizsi hodnota je zastoupena 2 krat u C' a D, takze funkce ma 2 vazané

minima a nejvétsi hodnota je zastoupena také 2 krat u A a B, takze funkce ma 2
vazané maxima.

A
. (16)

Odpoved': Funkce m4 lokélni vdzané minimum v bode C' = [—1;0] a D = [1;0] a
funkce mé lokdln{ vazané maximum v bode A = [0; —3] a B = [0; 3]. O






